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1 Nocoes Topolégicas

1. Considere os conjuntos

A=10,2],
B =10,1,2,3},
C= Q7

D:{xER:x: n ,nEN}.
n+1

Para cada um destes conjuntos, determine:
(a) o interior;

(b) a fronteira;

()
(d

)
e) o derivado;

o exterior;

a aderéncia;
(g) o conjunto dos majorantes e o conjunto dos minorantes, caso existam;

h

(i) o maximo e o minimo, caso existam.

f) o conjunto dos pontos isolados;

o supremo e o infimo, caso existam;

2. Considere o seguinte conjunto:
E={zxeR:|z-3]>2}n[-2,8].

(a) Determine o interior, o exterior e a fronteira de F.
(b) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados de E.

(¢) Indique, justificando, se £ é um conjunto limitado.
3. Considere o seguinte conjunto:
F={zeN:2’?-bz+9>3}n{zeR: 2> -7z -1<7}.

(a) Determine o interior, o exterior e a fronteira de F.
(b) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados de F.

(¢) Indique, justificando, se F' é um conjunto aberto ou um conjunto fechado.

4. Considere o seguinte conjunto:

-2
G=qx€eR:z=1+2sin T ,neNU xeR:x >07.
n—+1 r+1




(a) Determine o interior, o exterior e a fronteira de G.
(b) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados de G.

(c) Indique, justificando, se G é um conjunto aberto ou um conjunto fechado.

5. Considere o seguinte conjunto:
H:{xe(@:xQ<9}U{xER\Q:x2—2x—5§O}.

(a) Determine o interior, o exterior e a fronteira de H.
(b) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados de H.
(c) Determine, se existirem, o conjunto dos majorantes, o supremo, o maximo, o con-

junto dos minorantes, o infimo e o minimo de H.

6. Considere o seguinte conjunto:
I:{xEN:x2—5LL‘+9>3}.

(a) Determine a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados de I.

(b) Determine, se existirem, o conjunto dos majorantes, o supremo, o maximo, o con-
junto dos minorantes, o infimo e o minimo de /.

(¢) Indique, justificando, se I é um conjunto limitado.
7. Considere o seguinte conjunto:
J={zeR:|z+3|>z+1]}\{-1}.

(a) Determine o interior, o exterior, a fronteira, a aderéncia, o derivado e o conjunto dos
pontos isolados de J.

(b) Determine, se existirem, o conjunto dos majorantes, o supremo, o maximo, o con-
junto dos minorantes, o infimo e o minimo de J.

(¢) Indique, justificando, se J é um conjunto aberto, fechado ou limitado.



2 Inducao Matematica

1. Mostre, usando o principio de indug¢ao matematica, que

(a) i@k +1)=(n+1)% Vn e Ny

(b) n! <n", VneN;
(c) 4" — 1 é multiplo de 5, Vn € N;

- k k—1 n
d - — .
()§(k+2 k+1) n+2’ vnel;

(f) n® + 5n é divisivel por 3, Vn € N.
2. Considere a proposi¢ao p(n) : sin(2nm) = 1

(a) Mostre que p(j) verdadeira = p(j + 1) verdadeira.

(b) Mostre que p(n) nao é verdadeira para nenhum numero natural n.

3. Observando as igualdades

induza o resultado geral e prove-o, usando o principio de indugao matematica.



Sucessoes de niimeros reais

. Considere a sucessao definida por recorréncia

U1=\/§

Upt1 = V2u, , Vn € N.

(a) Prove, por indugao, que 0 < u,, <2,Vn € N.

(b) Prove que a sucessao ¢ mondtona crescente.

. Considere a sucessao de termo geral u, =

guintes sucessoes sao subsucessoes de u,,:

n—-+00 n2+n—|—3:

(a) lm wu,v, =2;

n—-+00

(b) lim wu,v, =0;

n—-4oo

(¢) lm w,v, ndo existe.

n—-+00

5. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

(a) lim ——t

n—too \/n2+n’

-2
b li -1 n+1n— .
()nirfm (=1) nd +2n2 — 2|

lim —Sin(\/ﬁ) ;

. Indique, justificando, quais das se-

4. Dé exemplos de sucessoes (u,) e (v,) tais que u, — 0, v, — 400 e que:



sin\/g
d) L :
(d) fim gt

(e) lim (1+n7?%)"

n—-+4o0o
] n—2
() m o
() fim LEEOEVR
n—+oo /203 +n? 4 2

2" sin(n? —|—2n)‘

(n® 4 1);

n2+1.

n\/ﬁ’

() lm  —
n2
(i) lim —

o (14 n2)E

+2\"
ST 92n+1 n .
<J> n—lEIi-loo 4dn + 1 ’

(k) lim (v2n+ —\/%)cos(n3+1);

n—-+o00
- n
D L —_
(1) lim SpE

(m) lim

n—-+o00

V/2m 4 3ntl:

(n) lim sin(n?);

n—-+o00

(o) lim

n—-+o00

(p)

n—-+o00

lim n4

i (sinn)?
3 )
o on’ + k

1
23np !’

6. Considere a sucessao

(a) Prove que a sucessao é limitada.
(b) Prove que a sucessao ¢ monotona.
(c) Prove que a sucessao é convergente.

7. Usando a caracterizagao de conjuntos fechados em termos de limites de sucessoes conver-
gentes, mostre que os seguintes conjuntos nao sao fechados:

(a) 10,1];

(b) {reR: z= n € N}.

PEST



8. Calcule os sublimites das seguintes sucessoes e indique em cada caso os respectivos limite
superior e limite inferior:

n

(a) (=1)" :

n+1’
(b) (—=1)"n + n;
cos(nm) + cos(2nm)

() ;

n

(d) Vn2msin <n2_7r> .

9. Considere a sucessao de ntumeros reais definida, por recorréncia,

uy = 1
Upt1 =2+ /Uy, , Vn €N.
(a) Mostre que a sucessao é monotona.

(b) Mostre que u,, <4, Vn €N.

(c) Mostre que a sucessao é convergente e calcule o seu limite.

10. Prove, usando a defini¢ao, que a sucessao a,, = % é uma sucessao de Cauchy.



4 Limites, Continuidade e Calculo Diferencial

1. Prove, usando a defini¢ao, que
(a) lirri 3x 42 =05;

2
(b) lim —— =2
z—+o0 T + 1

2. Justifique convenientemente a seguinte afirmacio: "7 lirf sin(x)".
T— 100

3. Seja g a fungao definida, em R, por

z+3, sex>-—1
g(x) =
—x+2, sex < —1.
(a) Esboce o grafico de g.

(b) Mostre que nao existe lim1 g(x).

T——

4. Considere a fungao f real de variavel real

204+ 3, sex <1
flz) =

r+4, sex>1.

Calcule lim f(z) e lirq f(z).
T —1 T

r#1

5. Seja f a fungao definida, em R, por

r+2, sex>1
fz) =

2—3x, sex < 1.
(a) Mostre que nao existe ilEH f(x).
(b) Defina, em R, uma fungao g tal que i:rri(f +g)(x) =4.
6. Para cada nimero real m, a expressao seguinte define uma funcao real de variavel real:
22 —m+7, sex >0
h(z) = 0, sex =0

|z +3|+m, sex <0,

(a) Determine m de modo que exista lim h(x).

z—0



(b) Calcule m de modo que lim_ h(x) = h(0). Neste caso, a func¢éo ¢ injectiva? Justifi-
que.

7. Seja f a funcao real de variavel real definida por

x?e7?, sex > 1

f@) =19 sin(z -1
Sm(f—), sex < 1.
$_

(a) Determine o dominio da fungao e estude-a quanto a continuidade.
(b) Determine os zeros da func¢ao dada.
(c) Calcule lim f(x).

8. Considere a fungao g, real de variavel real,

r+1, sex>2
9(r) =14 1

=, se x < 2.
5 S

(a) Calcule ¢(0) e g(3).
5
(b) Mostre que Vz € [0,3], g(z) # 3
Isto contradiz o teorema de Bolzano? Justifique.
(c) Averigte se a restrigdo de g ao intervalo [0, 2] é necessariamente limitada.

9. Sejam f e g duas fungoes continuas em [a, b tais que f(a) = g(b) e f(b) = g(a). Mostre
que f — g tem pelo menos um zero pertencente ao intervalo |[a, b].

10. Considere a fungao real de variavel real definida por

er —1, sex >0
flz) =
cos(z)log(xz + 1), sez <O0.
(a) Determine o dominio de f e estude-a quanto a continuidade.
(b) Mostre que existe a € [—Z,1] tal que f(a) = 0.
(c) Justifique que a fungdo tem um méximo e um minimo no intervalo [0, 1]. Indique os

seus valores.

11. Considere a fungao real de variavel real definida por

gla)=4q 2-¢
arctan(z), se z < 0.

sex >0

(a) Determine o dominio da fungdo e estude-a quanto a continuidade.



(b) Calcule lim g(z)e lim g(x).

Tr——00 r——+00
(c¢) O teorema de Weierstrass garante a existéncia de méaximo e minimo da fungao no
intervalo [—1,1]7

12. Considere a fungao real de variavel real definida por

1 m
——cos(——x), sex <1

flay=4 = \2
e” — log(z?), se x> 1.

(a) Determine o dominio da fungdo e estude-a quanto a continuidade.
(

)
b) A funcao f é diferenciavel em x = 17 Justifique.
(c) Calcule lim f(x).

(d) Verifique se é ou ndo possivel prolongar f por continuidade ao ponto = = 0.

13. Considere a funcao g, real de variavel real, tal que

ettt sex <1
g(x) =
(r —2)% sex>1.

Determine o namero real b de modo a que a funcao g seja diferenciavel em x = 1.
14. Seja A = [0, 2] e considere a fungao
g: A — R
r — 1+ ]|sin(x)|.

(a) Mostre que g é continua no intervalo A, mas que nao tem derivada no ponto x = 7.

(b) Seja a, uma sucessao monodtona de termos de A. Averigiie se a, ¢ necessariamente
convergente para um ponto de A.

3
15. Dada a fungao f(z) = % — 2arccos (g), mostre que a recta de equacao y — 3z + %’r =0
é tangente ao grafico da fungao f. Determine o ponto de tangéncia.
16. Considere a fungao real de variavel real definida por f(z) = cos(3x).

(a) Calcule a terceira derivada de f.
(b) Prove, pelo principio de inducdo matematica, que f™(z) = 3" cos (% + 3:1:) Vo €
R,Vn € N.

17. Dadas as fungoes f e g definidas por f(z) = 2 cot(3z) e g(x) = g—l—arcsin(l—m), determine

a derivada de f o g no ponto de abcissa 1.



18. Dadas as fungoes

5

x — arccos(z + 1) T — log,(5z + 1),

f:+ [-2,00 — [0,7] . g: ]—1,+oo[ - R

calcule as derivadas de f e de g, utilizando o teorema da derivada da fungao inversa.

19. Considere a funcao real de variavel real

x|z, se x> —2

fx) =
(r+2)>—4, sex < —2.

a) Determine o dominio de f.

b) Estude f quanto a continuidade.
)
)

(c

(d) Determine a funcao segunda derivada f”.

Determine a funcao derivada f’.

20. Considere a funcao f real de variavel real definida por

|lz—1]
e , sex >0
flz) =

arctan(z), se z <0.
(a) Estude a func¢ao f quanto a continuidade.

(b) Estude a fungao f quanto a diferenciabilidade e determine a fungao f’.

(c¢) Determine o sinal da fungao segunda derivada f”.

arctan(x
(Nota: pode usar, sem demonstrar, que lin% —() =1.)
Tr— X



Teoremas fundamentais (Rolle, Lagrange e Cauchy). In-
determinacoes.

. Seja f a funcao real de variavel real definida por f(x) = z* — 2% — 1.

(a) Mostre que f verifica as condi¢oes do teorema de Rolle no intervalo [—2, 2].

(b) Determine o(s) ponto(s) em que a recta tangente ao grafico da fungao é horizontal.
. Considere a funcao g : [—1,3] — R, definida por g(z) = |z — 1].

(a) Mostre que g é continua no seu dominio e que g(—1) = g(3).

(b) Verifique que ¢'(x) nao se anula para qualquer valor de z.

(c) Explique por que motivo nao existe contradi¢do com o teorema de Rolle.

. Determine o namero exacto de zeros da fungao real de variavel real, definida por h(x) =
4 3
Tt =227 + 1.

3
. Considere a fun¢ao real de variavel real definida, no intervalo [—2, 2], por f(x) = % + 1.
(a) Mostre que esta fungao verifica as condigdes do teorema de Lagrange.
(b) Determine o(s) ponto(s) em que a recta tangente ao grafico de f é paralela ao
segmento de extremos A (-2, f(—2)) e B (2, f(2)).

. Considere a fun¢ao real de variavel real definida, no intervalo [—1, 8], por f(z) = x5.

(a) Mostre que nao existe ¢ no intervalo | — 1, 8[ tal que f'(c) =
(b) A alinea anterior contradiz o teorema de Lagrange? Justifique.

. Considere a fun¢ao real de variavel real, definida por g(x) = 1+ x log(z). Aplicando
o teorema de Lagrange a funcao g, mostre que o seguinte conjunto de desigualdades é
satisfeito

1+ log(z) < log(4x) < 1+ log(2x), Vo > 1.

Sugestao: considere intervalos da forma [z ,2z], com = > 1.

(a) Seja f uma func@o real de variavel real, diferencidvel num intervalo I. Mostre,
utilizando o teorema de Lagrange que, se existir M > 0 tal que |f'(z)| > M, Vx € I,
entao |f(z) — f(y)| =2 M |z —y|,Vo,y € I.

(b) Utilize o resultado da alinea anterior para mostrar que |tan(z) — tan(y)| >

T
—yl, Vz, e}——,—[.
|z —yl, Yo,y 55

. Seja f a fungao real de variavel real definida por f(u) = log(u).



(a) Mostre que o teorema do valor médio de Lagrange pode ser aplicado a func¢ao f, em
qualquer intervalo da forma [1, z], para > 1, e determine o valor médio para o caso
em que r = e.

b) Prove, utilizando o referido teorema que, Vx > 1 r—1<log(z®) < x®— .
bl q ) ) g

9. Considere f, uma func¢do continua e diferenciavel em [0, +oo[ tal que f(0) = 0 e
0< f'(x) <1
(a) Justifique que f s6 se anula num ponto.

Sugestao: Considere o intervalo [0,0], b > 0, e aplique o teorema de Rolle.
(b) Prove que Yz >0, f(z) < z.
10. Verifique que nao é possivel aplicar a regra de Cauchy no célculo dos limites seguintes, e
calcule-os por um outro processo.

2x — sin(z)
(a) T
z—+o0 3x + sin(x)

(b) xlir& 7z (2 + sin (%))

11. Calcule, se existirem, os seguintes limites:

-

lim ———;
(a) 20 log(z +e) — 1’
(b) Tim x + log (sin(z))
2—0+ log(z)

. log(z*+1)
1 .
(c) s 1 + log(z) ’

(d) lim (cot(x)—1>;

z—0+t x
() lim (tan(z) log(z));
: _ q\tan(z—1).
(©) tim (@ — 1)),

8=

(g) lim (e + 2x)=.

r—0t



6 Teorema de Taylor, Féormula de Taylor e Aplicacoes

1. (a) Determine a formula de Taylor de ordem 4, em torno do ponto x = 1, da fungao defi-
nida por f(x) = log(z), indicando em que intervalo esse desenvolvimento representa
a funcao.

(b) Usando a alinea anterior, prove que

x—1 —1)2
S
2 3

log(z) < (z— 1) (1— ),vxeR+.

2. Considere a fungao real de variavel real definida por g(z) = e”.

(a) Determine a formula de MacLaurin, com resto de ordem 6, da fungao g.
(b) Utilizando a férmula de MacLaurin de ordem n da fun¢do g, determine um valor
aproximado de e com quatro casas decimais exactas.

3. Considere a fungao real de variavel real definida por f(z) = log(cos(z)).

(a) Determine a formula de MacLaurin, com resto de ordem 3, da fungao f.
2

b) Utilize a alinea anterior para mostrar que log (cos(x)) < — x—, Vz € |0, .
( g 5 5

1
l—z
(a) Calcule h'(x), h”(x), h”(x) e h¥) () e obtenha uma expressio para h(™(z).

(b) Prove, pelo principio de inducio matematica, que a expressio de h(™(z), obtida na
alinea anterior, é valida para todo o ntimero natural.

4. Seja h a funcao real de variavel real definida por h(x) =

(c¢) Determine a formula de MacLaurin de ordem n para a fungao h.

5. Calcule, recorrendo a féormula da Taylor, os seguintes limites:

r — 5 +cos(z)

(a) ggré Goz)p
2

re ™ — 1+ 22
L

6. Seja ¢g: R — R a fungdo definida por g(x) = 2® (x — 2). Determine, caso existam, os
extremos locais e os pontos de inflexao de g.

7. Seja g € C* (R) tal que g¢'(x) > 0, Vo € R. Considere ainda a funcio h(z) =g (z — 2?).
Mostre que h tem um extremo local, e classifique-o. Trata-se de um extremo absoluto?
Justifique.



7 Estudo de funcoes
1. Considere a funcao real de varidvel real

x|z, se x > —2

fx) =
(r+2)> -4, sex < —2.

(a) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.
(b) Determine os sentidos de concavidade e os pontos de inflexao de f.

(c) Esboce o gréfico de f e determine o seu contradominio.

2. Considere a funcao f real de variavel real definida por

et se x>0
flz) =
arctan(z), se z <0.
(a) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

(b) Determine os sentidos de concavidade e os pontos de inflexao de f.

(c) Esboce o gréfico de f e determine o seu contradominio.

3. Considere a funcao f real de variavel real definida por

> +x, sex <0
fx) =
log(—22* + x4+ 1), sex > 0.

(a) Determine o dominio da fungao e estude-a quanto & continuidade.

(b) Estude a fungao f quanto a diferenciabilidade e determine a fungao f’.
(c¢) Determine os intervalos de monotonia e os extremos locais de f.

()

(e)
(f) Esboce o grafico de f.

Determine a funcao segunda derivada f”.

Determine os sentidos de concavidade e os pontos de inflexao de f.



8 Primitivacao

1. Determine as primitivas das fun¢oes definidas pelas seguintes expressoes analiticas:

1 4

)
)
) cos(cos(x)) sin®(cos(x)) sin(x);
h) 250 (1 4 cos(x)):
) cos(2x) cos(x);
sin(x)
) o2 (z)’
log(arcsin(z))
arcsin(z)y/1 — 22’
(1+ 2arctan(z))*

1+ 22 ’
1

cos?(z)+/1 + tan(z)’
arctan(z)

1422 7

(0) V1 +log(x®)

—cos(z)
+ cos(z)’

@
=3
3\_/

(s)

2. Seja f a funcao real de variavel real definida por f(z) = cos(4x+m). Determine a primitiva
de f que toma o valor 2 quando = = 0.

3. Primitive, por partes, as fungoes definidas pelas seguintes expressoes analiticas:

(a) (3z —1)sin(x);



(b) log*(x);
(c) a?e”;
@) LoBlon(r))
x
4. Usando em cada caso a substituicao indicada, primitive as fun¢oes definidas por:

1+ 4e”

(@) 15 (" =1);

1
(b) T cos(a) (tan(z/2) = t);
(c) tan®(x) (tan(z) = t);

@ (VE=1)

5. Determine as primitivas das fungoes racionais definidas pelas seguintes expressoes anali-
ticas:

(b)

(@ +2)(x—3)(x+4)
(@ +1)2(x —2)

—4x
244+ 3

()
()

6. Determine as primitivas das fungoes racionais definidas pelas seguintes expressoes anali-
ticas:

1
x24+2x+5’
42— +1
(b) 5 ;
x° +x
% + 6z
(©) 35— ;
3+t +4r+4
(@) 203 + 22 + 42+ 3
204 +4x3 + 422 + 4 + 2

(a)

7. Determine as primitivas das fungoes irracionais definidas pelas seguintes expressoes ana-
liticas:

V2x + 3

a) J—;
(2) V2x + 3+ 2
1

(b)

;
v —x—1



1

x— 3r—2’
1

it xr—2

8. Determine as primitivas das fung¢oes transcendentes definidas pelas seguintes expressoes
analiticas:

()

()

cos(z)
1+ cos(z)’
er + %
1 .
1+ sin*(x)’
1
(24 cos(z))(1 + sin(x))

(a)
(b)
()

()

el‘

9. Seja f a fungao real de variavel real definida por f(z) = E %)
e X __ e.’ﬂ —

5 Determine a

primitiva de f que toma o valor 1 quando = = 0.

10. Primitive as fung¢oes definidas pelas seguintes expressoes analiticas:
x

®) Vort

sin(x) + cos(z)

sin(x) — cos(x);

(c) 2?sin(4x);

+ 327 arctan(z);

2+ 1
d .
(d) 4 4+ 222’

1 xx

VoA
0
(&) ¢ sinf);

(h) arctan(z);

. 1 r+1
(i) —
r+2Vaxr+2
) 1
0 ==
sin(x) cos(x)

4 cos?(x) + sin(z) cos(z) ;
(1) cos(sin(z)) cos(z).

) o=+ 2




11. Determine a funcao real de variavel real que satisfaz simultaneamente as condigdes f'(z) =
zcos(z?) + ze** — 1 e f(0) = 2.



9 Calculo Integral. Areas de figuras planas

1. Calcule os seguintes integrais:

(@) /15 (x —i 7)2 d;

™

(b) /O * cos*(x) da

(c) /0 e sin(bx) dr  (a,b € R);

@ | ;gdx;

o [

-3
dz;
x

o [0
-1 \/ZL‘+1+2

() /;r x cos(z) A

sin?(z)

dz;

! 1
W [ s
ovVat+4r+5
(i /221’3—1-2:132—1-53:—1-3
1
1

- dz.
x4 + 223 4 322 o

2. Calcule a derivada das seguintes fungoes:

3. Calcule, caso exista, o seguinte limite:

2

/ sin(t?) dt
lim 22—

z—0  sin®(z)



4. Considere a fungao real de variavel real definida por

(a)
(b)

sin(x) 5
f(w):/ el dt.
0

Determine a funcao f’. Justifique a resposta.

Determine os extremos relativos de f. Justifique a resposta.

5. Determine a area de cada um dos seguintes dominios:

x

Dominio limitado pelos graficos das fungdes f(x) = e e g(z) = e *, e pelas rectas

de equacao x = —1l e x = 2;

Dominio limitado pela parabola de equacao > = 2z — 2 e pela recta de equacao
y—x+95=0;

Dominio contido no semiplano x > —1 e limitado pela recta de equagao y = 0 e pelo

x
ifico da funa S —

grafico da funcao f(z) CEEE

Dominio limitado pelos graficos das fungoes f(x) = arctan(z) e g(z) = %:1:2;

1
Dominio limitado pelos graficos das fungoes f(z) = —, g(z) = 3z e h(z) = 6.
T



10 Integrais improéprios

1. Recorrendo a defini¢ao de integral improprio, estude a natureza dos seguintes integrais
calculando, se possivel, o seu valor:

(a) /1+OO e\—/\; da;

(b) /01 xlog(x) dx.

2. Estude a natureza dos seguintes integrais improprios:

d .
/ :173+:132—1 s
/ log _
+x2+1 ’
/ cos
/ V1 + tan(z) da;
/ —x2
/ —2x

i
0 S
0
—dx
) /_oo v1—at
3. Determine a area de cada um dos seguintes dominios planos ilimitados:

(a) dominio contido no semiplano y < 0, e limitado pela recta de equagao x = 0 e pelo
grafico da funcao f(x) = log(x);

1
(b) dominio definido pelo grifico da fungao f(z) = —; e pelas rectas de equagao = = 1
x
ey=0.

4. Estude a natureza do seguinte integral impréprio, em funcao do parametro real «:

+o0 «
/ v dz.
0 1 + 1’3




